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ПЕРЕДМОВА
Книга призначена для самостійного повторення шкільного кур-

су алгебри і початків аналізу. Вона допоможе систематизувати на-
явні знання й ліквідувати прогалини в них, якщо такі виявляться. 
Особливо вона може бути корисною при підготовці до випускних іс-
питів у середній школі та при підготовці до вступних іспитів у вищі 
навчальні заклади. 

Призначення даної книги визначило і її структуру. Навчальний 
матеріал у книзі розбито на теми. Кожна тема складається з декіль-
кох параграфів, якими визначається її теоретична частина. Всі пара-
графи теми (за деяким виключенням) побудовані за однією і тією ж 
схемою. Вони містять:

– довідковий матеріал;
– вправи з розв’язками;
– дидактичний матеріал.
Дамо коротку характеристику кожного розділу параграфа.
Розділ «Довідковий матеріал» містить формулювання правил, ви-

значень, теорем тощо. Виклад теоретичних питань у книзі відповідає 
викладу цих питань у діючих шкільних посібниках. Послідовність 
розгляду матеріалу майже та сама, що й при вивченні шкільного 
курсу. У випадку труднощів наведені теоретичні відомості допомо-
жуть при виконанні вправ або отриманні відповідей на контрольні 
питання. Цей розділ є мов би консультантом з питань теорії.

Розділ «Вправи з розв’язками» містить численні приклади розв’язу-
вання вправ, які допомагають засвоїти теорію та здобути необхідних 
навичок. Розв’язування кожної вправи супроводжується детальним 
поясненням з посиланням на теоретичний матеріал, що використо-
вується. Усі етапи розв’язання включають потрібну інформацію про 
правильність того чи іншого кроку. Цей розділ допоможе усунути 
багато труднощів, що виникають при самостійному розв’язуванні 
вправ.
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Розділ «Дидактичний матеріал» містить набір вправ трьох рівнів 
складності. Літерою А відзначено найлегші вправи, літерою Б — 
вправи, складніші порівняно з попередніми, літерою В — вправи 
найвищої складності. Таким чином, спочатку можна вибрати вправи, 
що відповідають рівню вашої математичної підготовки, а потім у міру 
набуття навичок і вмінь переходити до все важчих вправ. Вправи, не 
відзначені жодною літерою, — обов’язковий мінімум, який повинні 
вміти розв’язувати всі учні.

Кожен розділ закінчується контрольними запитаннями. Вони до-
поможуть забезпечити певний контроль над засвоєнням теоретично-
го й практичного матеріалу.

В кінці книги поданий додаток, в якому розглянуто прийоми 
розв’язування різних типів задач на складання рівнянь, систем рів-
нянь і нерівностей.

Даний навчальний посібник є перевиданням книг В.С. Крамора 
«Учебное пособие для подготовительных отделений вузов» (М.: 
Высшая школа, 1981) і «Повторяем и систематизируем школьный 
курс алгебры и начал анализа» (М.: Просвещение, 1990).

Автор сподівається, що дана книга стане добрим помічником усім, 
хто буде нею користуватися в процесі навчання і при підготовці до 
іспитів.

В.С. Крамор
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Тема I
	§1.	Натуральні	числа	і	дії	над	ними
	§2.	Додавання	та	закони	додавання
	§3.	Віднімання
	§4.	Множення	та	закони	множення
	§5.	Ділення
	§6.	Ознаки	подільності	чисел
	§7.	Поняття	множини
	§8.	Операції	над	множинами
	§9.	Взаємно	однозначна	відповідність
	§10.	Прості	й	складені	числа
	§11.	Найбільший	спільний	дільник
	§12.	Найменше	спільне	кратне

§1.	НатуральНі	числа	і	Дії	НаД	НиМи
Довідковий матеріал

1. Поняття натурального числа відноситься до найпростіших, по-
чаткових понять математики й не визначається через інші, простіші 
поняття.

2. Натуральні числа виникли в результаті лічби предметів. У по-
рядку зростання їх можна записати як ряд чисел 1, 2, 3, 4, ... .

3. Для натуральних чисел визначено такі дії: додавання, відніман-
ня, множення, ділення, піднесення до ступеня і добування кореня.

Відзначимо, що дії додавання і множення виконувані завжди, 
тобто в результаті цих дій виходять також натуральні числа.

§2.	ДОДаВаННя	та	закОНи	ДОДаВаННя
Довідковий матеріал

1. Результат додавання двох чи декількох чисел називається їх-
ньою сумою, а самі числа — доданками.

Наприклад, a + b + c + ... + k = р. Тут р — сума; а, b, c, ..., k — до-
данки.
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Обидва радикала беремо зі знаком «плюс», оскільки cos α > 0 і 
sin β > 0.

Тому вираз (1) набуде вигляду:
 cos (α + 2β) = 1 1 2 12 2 2 2− − + − −x y y xy y( )  =
 = ( )2 1 1 2 12 2 2y x xy y− − − − .

4) Позначаючи arcsin 5
13

 = α, arcsin 12
13

 = β, маємо sin α = 5
13

, a  

sin β = 12
13

, де 0 ≤ α ≤ π
2

, 0 ≤ β ≤ π
2

. Таким чином, наша задача зводить-

ся до відшукання sin(α + β) за відомими значеннями sin α і sin β.
Розкриваючи синус суми знаходимо:

 sin (α + β) = sin α cos β + sin β cos α. (1)
У виразі (1) невідомі cos α і cos β. Знайдемо значення цих функ-

цій. Відомо, що α і β належать першій чверті, тому

 cos α = 1 2− sin α  = 1 25
169

−  = 12
13

,

 cos β = 1 2− sin β  = 1 144
169

−  = 5
13

.

Вираз (1) набуде вигляду:

 sin (α + β) = 5
13

5
13

12
13

12
13

25
169

144
169

1⋅ + ⋅ = + = .

Дидактичний матеріал
1. Обчисліть:

А. 1) arcsin 0; 2) arccos 0; 3) arcsin 1; 4) arccos 1;

5) arcsin (–1); 6) arccos (–1);  7) arcsin 1
2

;  8) arccos 1
2

.

Б. 1) arcsin 3
2

;   2) arccos 3
2

; 

3) arcsin −










2
2

 + arccos −










2
2

.

2. Доведіть рівність:

В. 1) arcsin sin π
4







  = π

4
;  2) arcsin cos π

4






  = π

4
;
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3) sin (arcsin x) = x;  4) cos (arccos x) = x.
3. Знайдіть область визначення функції:

А. 1) y = arcsin x;  2) у = arcsin (х – 1);  3) у = arccos (2х – 1).

Б. 1) y = arcsin x −1
2

;  2) y = arcsin 2
1x −

;

3) у = arccos x
x −1

.

В. 1) у = arcsin (х2 – 2х); 2) у = arccos (х – 1).
4. Обчисліть:

В. 1) cos arcsin ;−

















1
3

 2) cos arcsin arcsin ;−





 +











12
13

4
5

3) sin arcsin ;2 1
7







  4) arcsin sin ;−


















π
7

5) arccos cos ;6
5
π






  6) arcsin cos .π

9








Відповіді. 1. A. 1) 0; 2) π
2

; 3) π
2

; 4) 0; 5) – π
2

; 6) π. Б. 1) π
3

; 2) π
6

; 3) π
2

. 

3. A. 1) [–1; 1]; 2) [0; 2]; 3) [0; 1]. Б. 1) [–1; 3]; 2) (–∞; –1]∪[3; ∞); 3) (–∞; 0,5]. 

В. 1) [1 – 2 ; 1 + 2 ]; 2) [0; 2]. 4. 1) 2 2
3

;  2) 63
65

; 3) 8 3
49

; 4) −
π
7

;   

5) 4
5
π ;  6) 7

18
π .

§2.	аРкТанГенС	і	аРккОТанГенС
Довідковий матеріал

1. На інтервалі −







π π
2 2

;  функція тангенс зростає і набуває всіх 

значень з R.

2. Для будьякого числа а в інтервалі −







π π
2 2

;  існує єдиний корінь 

b рівняння tg х = а.
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Розв’язання. 1. Нехай 30відсоткового розчину взято х грамів, а 
10відсоткового розчину взято у грамів.

2. Тоді з умови зрозуміло, що х + у = 600. Оскільки перший роз-
чин 30відсотковий, то в х грамах цього розчину міститься 0,3х грамів 
кислоти.

3. Аналогічно в у грамах 10відсоткового розчину міститься 0,1у 
грамів кислоти.

4. В отриманій суміші, за умовою задачі, міститься
 600 × 0,15 = 90 г кислоти,
звідки випливає
 0,3х + 0,1у = 90.

Складемо систему та розв’яжемо її:

 x y
x y

+ =
+ =





600
0 3 0 1 90

,
, , ;

   x y
x y
+ =

+ =




600
3 900

,
.

 х = 150, у = 600 – 150 = 450.
Відповідь. 150 г, 450 г.
Розв’яжіть задачі.

1. Задача (№ 13.090). Є кусок сплаву міді з оловом загальною масою 
12 кг, що містить 45% міді. Скільки чистого олова треба додати до 
цього куска сплаву, щоб новий отриманий сплав містив 40% міді?

2. Задача (№ 13.234). Було два сплави міді з різним відсотковим 
вмістом міді в кожному. Число, що виражає у відсотках вміст міді 
в першому сплаві, на 40 менше від числа, що виражає у відсотках 
вміст міді в другому сплаві. Потім обидва ці сплави сплавили ра-
зом, після чого вміст міді становив 36%. Визначити відсотковий 
вміст міді в першому й у другому сплавах, якщо відомо, що в пер-
шому сплаві міді було 6 кг, а в другому — 12 кг.

3. Задача (№ 13.045). Кусок сплаву міді й цинку з масою 36 кг міс-
тить 45% міді. Яку масу міді потрібно додати до цього куска, щоб 
отриманий новий сплав містив 60% міді?

4. Задача (№ 13.310). Є лом сталі двох сортів із вмістом нікелю 5% і 
40%. Скільки потрібно взяти металу кожного сорту, щоб одержати 
140 т сталі з 30відсотковим вмістом нікелю?
Відповіді. 1. 1,5 кг. 2. 20% і 60%. 3. 13,5 кг. 4. 40 т і 100 т.
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7.	заДачі	на	РОзвеДення
Задача. З бака, наповненого спиртом, відлили частину спирту й до-

лили до попереднього об’єму водою, потім з бака відлили стільки 
ж літрів суміші, скільки першого разу відлили спирту, після чого 
в баці залишилося 49 л чистого спирту. Скільки літрів спирту від-
лили з бака першого і другого разу, якщо в баці було 64 л?
Розв’язання. 1. Вважатимемо, що х літрів спирту відлили першого 

разу. Тоді (64 – х) літрів спирту залишилося в баці.
2. Після того як бак долили водою, у ньому стало 64 л суміші. 

Отже, в 1 л суміші містилося 64
64

− x  літрів спирту.

3. Оскільки другого разу відлили х літрів суміші, то спирту відли-

ли другого разу 64
64

−







x x  літрів.

4. З умови випливає, що з бака всього відлили 64 – 49 = 15 л спирту.
5. Складемо рівняння та розв’яжемо його:

 x x x
+

−
=

( ) .64
64

15

Звідки
 х1 = 8, х2 = 120 (не задовольняє умову).

Другого разу відлили

 ( )64 8 8
64
− ⋅  = 7.

Відповідь. 8 л, 7 л.
Розв’яжіть задачі.

1. Задача. Посудина з об’ємом 8 л наповнена повітрям, що містить 
16% кисню. З посудини відкачали х літрів повітря і додали таку ж 
кількість азоту. Потім відкачали х літрів суміші та знову додали 
таку ж кількість азоту. В результаті в посудині виявилося лише 
9% кисню. Визначити х.

2. Задача (№ 13.023). У посудині було 12 л соляної кислоти. Части-
ну кислоти відлили й посудину долили водою. Потім знову відли-
ли стільки ж і знову долили водою. Скільки рідини відливали що-
разу, якщо в посудині виявився 25відсотковий розчин кислоти?

3. Задача (№ 13.341). З посудини, наповненої кислотою, вилили 
кілька літрів і долили водою; потім знову вилили стільки ж літрів 
суміші, тоді в посудині залишилося 24 л чистої кислоти. Ємність 
посудини 54 л. Скільки кислоти вилили першого і другого разів?
Відповіді. 1. 2 л. 2. 6 л. 3. 18 л і 12 л.
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