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§ 1. Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿

Òåîðåòè÷í³ â³äîìîñò³
Ïðè ðîçâ�ÿçóâàíí³ áàãàòüîõ îë³ìï³àäíèõ çàäà÷ ³íîä³ âèêîðèñòîâóþòü

ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãàº ó íàñòóïíî-
ìó. Íåõàé Ò

1
, Ò

2
, Ò

3
, ... ïîñë³äîâí³ñòü òâåðäæåíü, ïðè÷îìó â³äîìî, ùî:

1) òâåðäæåííÿ Ò
1
 ³ñòèííå;

2) ÿêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ Ò
k
 ³ñòèííå, òî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ Ò

k+1

òàêîæ ³ñòèííå.
Òîä³ ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ ñòâåðäæóº, ùî âñ³ òâåðäæåí-

íÿ ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³ ³ñòèíí³.
Ñïîñ³á ì³ðêóâàíü, îñíîâàíèé íà ïðèíöèï³ ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿, íà-

çèâàþòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Ïðè öüîìó äîâåäåííÿ ³ñòèí-
íîñò³ òâåðäæåííÿ Ò

1
 íàçèâàþòü áàçîþ ³íäóêö³¿, à äîâåäåííÿ òîãî, ùî

ç ³ñòèííîñò³ òâåðäæåííÿ Ò
k
 âèïëèâàº ³ñòèíí³ñòü òâåðäæåííÿ Ò

k+++++1
, íàçèâà-

þòü ³íäóêö³éíèì êðîêîì.
Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè íå ò³ëüêè äëÿ äî-

âåäåííÿ, àëå ³ äëÿ çàäàííÿ ïîñë³äîâíîñòåé. ßêùî ìè çàäàìî ïåðøèé
÷ëåí ïîñë³äîâíîñò³ ³, ïðèïóñòèâøè, ùî k-é ÷ëåí âæå çàäàíèé, çà éîãî
äîïîìîãîþ çàäàìî (k + 1)-é, òî çã³äíî ç ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóê-
ö³¿, âñÿ ïîñë³äîâí³ñòü áóäå çàäàíîþ. Òàêèé ñïîñ³á çàäàííÿ ïîñë³äîâíîñò³
íàçèâàþòü ðåêóðåíòíèì.

²ñíóþòü é ³íø³ ôîðìè ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. ²íîä³ çðó÷íî
ïî÷èíàòè ³íäóêö³þ íå ç äîâåäåííÿ ³ñòèííîñò³ Ò

1
, à ç äîâåäåííÿ ³ñòèííîñò³

äåÿêîãî Ò
k
. Ïðèíöèï ³íäóêö³¿ åêâ³âàëåíòíèé òàê³é àêñ³îì³: â äîâ³ëüí³é

íåïîðîæí³é ìíîæèí³ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë º íàéìåíøå.
Ìåòîä äîâåäåííÿ äåÿêîãî òâåðäæåííÿ äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî ï

îñíîâàíèé íà òàêîìó ïðèíöèï³: ÿêùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ ï = 1
òà ³ç ñïðàâåäëèâîñò³ éîãî äëÿ ï = k âèïëèâàº ³ñòèíí³ñòü öüîãî òâåðäæåí-
íÿ äëÿ ï = k + 1, òî öå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ âñ³õ íàòóðàëüíèõ ï
(ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿). ×àñòî äîâåäåííÿ çà ³íäóêö³ºþ ìàº
ôîðìó «ñïóñêà»: äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ï
çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ
ï

1
< ï; òóò âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðèíöèï ³íäóêö³¿ â òàê³é ôîðì³: ÿêùî òâåð-

äæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ ï = 1 òà (ïðè n > 1) ³ç ñïðàâåäëèâîñò³ éîãî äëÿ
âñ³õ k < n âèïëèâàº ñïðàâåäëèâ³ñòü äëÿ k = n, òî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå
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äëÿ âñ³õ íàòóðàëüíèõ ï. ²íîä³ çðó÷íî ïî÷èíàòè ³íäóêö³þ íå ç ï = 1, à ç
ï = 0 ÷è äåÿêîãî ï = ï

0
.

Çàäà÷³

1.1 (7-8). Äîâåä³òü, ùî äîâ³ëüíó ñóìó, á³ëüøó 7 êîï., ìîæíà ñïëàòèòè
ìîíåòàìè âàðò³ñòþ â 3 êîï. òà 5 êîï.

1.2 (8-9). Ä³éñíå ÷èñëî x òàêå, ùî + 1
x

x
 � ö³ëå. Äîâåä³òü, ùî äëÿ

äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî + 1n
nx

x
 òàêîæ ö³ëå.

1.3 (9). Äîâåä³òü, ùî 
+ + ++ + + + =( 1) ( 1)( 2)

1 3 6 ... .
2 6

n n n n n

1.4 (9-10). Íåõàé a � ö³ëå íåïàðíå ÷èñëî, x òà y êîðåí³ ð³âíÿííÿ
t2 + at � 1 = 0. Äîâåä³òü, ùî ÷èñëà x4 + y4 òà x5 + y5 � ö³ë³ ³ âçàºì-
íî ïðîñò³.

1.5 (9-10). Äàíî äåê³ëüêà êâàäðàò³â çàãàëüíî¿ ïëîù³ 1. Äîâåä³òü, ùî ¿õ
ìîæíà ðîçì³ñòèòè áåç íàêëàäàíü âñåðåäèí³ êâàäðàòà ç³ ñòîðîíîþ 2.

1.6 (9-10). Äîâåñòè, ùî ÷èñëî, ÿêå çàïèñóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ 3n îäè-
íèöü, ä³ëèòüñÿ íà 3n. (Ìàºòüñÿ íà óâàç³ äåñÿòêîâèé çàïèñ).

1.7 (9). Äîâåä³òü, ùî ÷èñëî ( )+
1981

1 2  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ + 2,a b

äå a ³ b � âçàºìíî ïðîñò³ ö³ë³ ÷èñëà.

1.8 (9). Ïîñë³äîâí³ñòü {a
n
} çàäàíà ðåêóðåíòíèì ñïîñîáîì: a

1
 = m, m ∈ N

³ + = +1 2 na
n na a  äëÿ âñ³õ íàòóðàëüíèõ n. Äîâåä³òü, ùî ñåðåä ÷ëå-

í³â ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³ çíàéäåòüñÿ áåçë³÷ ÷èñåë, ÿê³ ä³ëÿòüñÿ íà 3.

1.9 (10-11). Äîâåä³òü íåð³âí³ñòü + + + + ≤ −1 1 1 2
1 ... 3

2 2 3 3 n n n
 äëÿ

âñ³õ íàòóðàëüíèõ n.

1.10 (10-11). Ïîñë³äîâí³ñòü {a
n
} äîäàòíèõ ÷èñåë íåñïàäíà, à ïîñë³äîâí³ñòü

{b
n
}, äå b

k
 = a

k+1
 � a

k
 äëÿ âñ³õ k ∈ N, íåçðîñòàþ÷à. Äîâåä³òü, ùî

ïîñë³äîâí³ñòü
 
 
 

na
n

 íåçðîñòàþ÷à.
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1.11 (10-11). Íà ïëîùèí³ çàäàíî íàá³ð ³ç n âåêòîð³â, äîâæèíà êîæíîãî
ç ÿêèõ íå ïåðåâèùóº 1. Äîâåä³òü, ùî, çàì³íèâøè äåÿê³ âåêòîðè
öüîãî íàáîðó íà ïðîòèëåæí³, ìîæíà îäåðæàòè íàá³ð âåêòîð³â,

ñóìà ÿêèõ ìàº äîâæèíó: à) ÿêà íå ïåðåâèùóº ;n  á) ÿêà íå

ïåðåâèùóº 2.

1.12 (10-11). Îïóêëèé ìíîãîêóòíèê áóäåìî íàçèâàòè «êðàñèâèì», ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè: à) êîæíà éîãî âåðøèíà ïîôàðáîâàíà â
îäèí ç òðüîõ êîëüîð³â; á) áóäü-ÿê³ äâ³ ñóñ³äí³ âåðøèíè ìíîãîêóò-
íèêà ïîôàðáîâàí³ â ð³çí³ êîëüîðè; â) äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ äàíèõ
êîëüîð³â çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìí³ îäíà âåðøèíà ìíîãîêóòíèêà, ïî-
ôàðáîâàíà â öåé êîë³ð. Äîâåä³òü, ùî áóäü-ÿêèé «êðàñèâèé» ï-êóò-
íèê (n ≥ 3) ìîæíà ðîçð³çàòè ä³àãîíàëÿìè, ÿê³ íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
íà «êðàñèâ³» òðèêóòíèêè.

1.13 (10-11). Äîâåä³òü, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâà

ð³âí³ñòü +

π+ + + + =
14444244443 1

 çíàê³â êîðåíÿ

2 2 ... 2 2 2cos .
2n

n

1.14 (10-11). Äîâåä³òü, ùî ïðè êîæíîìó íàòóðàëüíîìó n ÷èñëî 13 ⋅ (�50)n +
+ 17 ⋅ 40n � 30 ä³ëèòüñÿ íà 1989.

1.15 (11). Çíàéä³òü íàòóðàëüí³ ÷èñëà a, b, c, ÿê³ íå ä³ëÿòüñÿ íà 10 ³ òàê³,
ùîá ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó k ó ÷èñåë ak + bk òà ck áóëè
îäíàêîâèìè äâ³ îñòàíí³ öèôðè.

1.16 (11). Ïîñë³äîâí³ñòü {a
n
} çàäàíà ðåêóðåíòíèì ñïîñîáîì: a

1
 = 1,

a
2

= 1 ³ + += +2 1 2
n

n n n

a
a a  äëÿ âñ³õ ∈ Ν.n  Äîâåä³òü íåð³âí³ñòü a

n 
< 3

äëÿ áóäü-ÿêîãî íîìåðà n.

1.17 (11). Ïîñë³äîâí³ñòü {x
n
} çàäàíà ðåêóðåíòíèì ñïîñîáîì: x

1
= 0

³ + = + +2
1 5 24 1n n nx x x  äëÿ âñ³õ ∈ Ν.n  Äîâåä³òü, ùî âñ³ ÷ëåíè

ïîñë³äîâíîñò³, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, º íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè.

1.18 (11). Äàíî n äîâ³ëüíèõ êâàäðàò³â. Äîâåä³òü, ùî ¿õ ìîæíà ðîçð³çàòè
íà ÷àñòèíè òàê, ùî ³ç îäåðæàíèõ ÷àñòèí ìîæíà áóëî á ñêëàñòè
îäèí âåëèêèé êâàäðàò.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿
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1.19 (11). Íà ïëîùèí³ äàíî 2n + 1 òî÷îê, ÿê³ º âåðøèíàìè îïóêëîãî
2n + 1-êóòíèêà. Ïîáóäóéòå 2n + 1-êóòíèê, äëÿ ÿêîãî ö³ òî÷êè º
ñåðåäèíàìè éîãî ñòîð³í.

1.20* (11). Íà ñê³ëüêè ÷àñòèí ðîçáèâàþòü ïðîñò³ð n ñôåð, êîæí³ äâ³ ç
ÿêèõ ïåðåòèíàþòüñÿ ì³æ ñîáîþ?

Ðîçâ�ÿçêè, âêàç³âêè, â³äïîâ³ä³
1.1. ²íäóêö³þ âåä³òü ïî ÷èñëó êîï³éîê. Áàçà. Ñóìó â 8 êîï., î÷åâèäíî, ìîæíà

ñïëàòèòè. Êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî íàì âäàëîñÿ ñïëàòèòè ñóìó â n êîï³éîê âêà-
çàíèìè ìîíåòàìè. ßêùî ñåðåä íèõ º ìîíåòà â 5 êîï., òî çàì³íèìî ¿¿ íà äâ³
ìîíåòè ïî 3 êîï. ³ îäåðæèìî ñóìó â (n + 1) êîï. ßêùî æ âñ³ ìîíåòè ñóìè ïî
3 êîï., òî ¿õ íå ìåíøå òðüîõ ³, çàì³íèâøè òðè ìîíåòè ïî 3 êîï. íà äâ³ ìîíåòè ïî
5 êîï., ìè òàêîæ çá³ëüøèìî ñóìó íà 1 êîï.

1.2. Çàñòîñóéòå ³íäóêö³þ ïî ÷èñëó n. Ïðè öüîìó ñêîðèñòàéòåñü òîòîæí³ñòþ

n n n
n n n

x x x x
x x x x

− −
− −

     + = + + − +          
1 2

1 2

1 1 1 1
.

1.3. ²íäóêö³éíèé ïåðåõ³ä çâîäèòüñÿ äî ïåðåâ³ðêè ð³âíîñò³:
+ +

+
( 1)( 2)

6

n n n

+ + + + ++ =( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
.

2 6

n n n n n

1.4. Äîâåä³òü ³íäóêö³ºþ ïî ÷èñëó n, ùî ÷èñëà +n nx y  òà + ++1 1n nx y  � ö³ë³

òà âçàºìíî ïðîñò³. Áàçà. x0 + y0 = 2; x1 + y1 = �a. Çà óìîâîþ a � íåïàðíå,

òîìó a ³ 2 âçàºìíî ïðîñò³. Êðîê ³íäóêö³¿. Íåõàé âæå äîâåäåíî, ùî +n nx y

òà + ++1 1n nx y  � ö³ë³ âçàºìíî ïðîñò³ ÷èñëà. Òîä³ ( )+ + + ++ = + + −2 2 1 1 ( )n n n nx y x y x y

( ) ( )+ + + +− − = − + + +1 1 1 1n n n n n nx y xy a x y x y  � ö³ëå ÷èñëî. Íåõàé d � ñï³ëüíèé

ä³ëüíèê ÷èñåë 2 2n nx y+ ++  òà + ++1 1n nx y . Òîä³ ( )+ + + ++ = + + +2 2 1 1n n n n n nx y x y a x y

ä³ëèòüñÿ íà d, òîáòî d � ñï³ëüíèé ä³ëüíèê ÷èñåë +n nx y  òà + ++1 1n nx y .

Îòæå, d = 1, òîáòî ÍÑÄ ( )+ + + ++ + =1 1 2 2; 1.n n n nx y x y

1.5. Äîâåä³òü çà äîïîìîãîþ ³íäóêö³¿ (ïî ÷èñëó n) òàêå òâåðäæåííÿ: n êâàä-
ðàò³â çàãàëüíî¿ ïëîù³ S ìîæíà ðîçì³ñòèòè âñåðåäèí³ êâàäðàòà ç³ ñòîðîíîþ

2 S . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíüòå íàéá³ëüøèé ç n êâàäðàò³â.
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1.6. Äîâåä³òü çà äîïîìîãîþ ³íäóêö³¿ (ïî ÷èñëó n). Ñêîðèñòàéòåñü òèì, ùî
â³äíîøåííÿ ÷èñëà, ÿêå çàïèñàíå çà äîïîìîãîþ 3n+1 îäèíèöü äî ÷èñëà, ÿêå çàïè-

ñàíå çà äîïîìîãîþ 3n îäèíèöü äîð³âíþº + +3 3100 10 1
n n

 ³ ä³ëèòüñÿ íà 3.
1.7. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ äîâåä³òü á³ëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ:

äëÿ êîæíîãî ∈ Νn  ³ñíóþòü òàê³ âçàºìíî ïðîñò³ ÷èñëà a
n
 ³ b

n
, ùî âèêîíóºòüñÿ

ð³âí³ñòü ( )+ = +1 2 2.
n

n na b .

1.8. Äîâåä³òü çà äîïîìîãîþ ³íäóêö³¿ (ïî ÷èñëó n), ùî

+ = + + + +1 2

1 2 2 ... 2 .na a a
na m  Äàë³ ðîçãëÿíüòå îñòà÷³ â³ä ä³ëåííÿ íà 3 ÷èñåë âèäó

2a, äå ∈ Ν.a
1.9. ²íäóêö³éíèé ïåðåõ³ä çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³

 − ≥
+ +

2 2 1

1 ( 1)n n n n
 äëÿ âñ³õ ∈ Ν.n

1.10. Äîâåä³òü çà äîïîìîãîþ ³íäóêö³¿ (ïî ÷èñëó n) òàêó íåð³âí³ñòü:

+≥
+

1 ,
1

n na a
n n

 ∈ Ν.n

1.11. Îáèäâà òâåðäæåííÿ äîâîäÿòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.

à) Áàçà. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå: 
→

≤ =1| | 1 1.a  Êðîê ³íäóêö³¿.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ çàäà÷³ ñïðàâåäëèâå äëÿ äîâ³ëüíîãî íàáîðó ç n
âåêòîð³â, äîâæèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü îäèíèö³. Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé íàá³ð

ç (n + 1)-ãî âåêòîðà { }→ → → →

+1 2 1; ; ...; ;n na a a a , äîâæèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü 1. Çà

ïðèïóùåííÿì, çàì³íèâøè äåÿê³ ç âåêòîð³â 1 2; ; ...; na a a
→ → →

 íà ïðîòèëåæí³, ìè ä³ñ-

òàíåìî íàá³ð âåêòîð³â { }→ → →

1 2; ; ...; nb b b  äëÿ ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ íåð³â-

í³ñòü
→

≤| | ,c n  äå
→ → → →

= + + +1 2 ... .nc b b b  Ïîêëàäåìî
→ →

+ +=1 1,n nb a  ÿêùî
→ →

+⋅ <1 0,nc a  ³

ïîêëàäåìî 
→ →

+ += −1 1,n nb a  ÿêùî 
→ →

+⋅ >1 0.nc a  Òîä³ íàá³ð { }→ → → →

+1 2 1; ; ...; ;n nb b b b  �

øóêàíèé, áî 
→ → → → → → → → → →

+ + + ++ + + + = + = + ⋅ ⋅ + ≤
2 2 2 2

1 2 1 1 1 1... 2n n n n nb b b b c b c c b b

→ → → →

+ + +≤ + ≤ + = + ≤ +
2 2 2 2

1 1 1 1 .n n nc b n b n a n

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿
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á) Äëÿ äîâåäåííÿ ñêîðèñòàéòåñü ðèñóíêîì. ßêùî
→

≤| | 1,c  òî âñå äîâåäåíî; ÿêùî æ 
→

< ≤1 | | 2,c  òî êîëè

→ →

+⋅ >1 0,nc a  ìè çà 
→

+1nb  â³çüìåìî 
→

+− 1,na  òîä³ (äèâ.ðèñ.)

→ →→ →

++ = ≤ ≤1 2,nc b s c  ùî ³ òðåáà áóëî äîâåñòè. Ó äðó-

ãîìó âèïàäêó ïîòð³áíî ïîêëàñòè 
→ →

+ +=1 1 .n nb a

1.12. Ñêîðèñòàºìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.
Áàçà. Ïðè n = 3 òâåðäæåííÿ çàäà÷³ î÷åâèäíå: âåðøèíè «êðàñèâîãî» òðèêóò-

íèêà ïîôàðáîâàí³ â òðè ð³çí³ êîëüîðè ³ í³ÿêèõ ðîçð³ç³â íå òðåáà.
Êðîê ³íäóêö³¿. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ çàäà÷³ ñïðàâåäëèâå äëÿ äîâ³ëü-

íîãî «êðàñèâîãî» n-êóòíèêà (n ≥ 3). Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé «êðàñèâèé» (n + 1)-
êóòíèê ³ äîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ, ùî éîãî ìîæíà ðîçð³çàòè
âêàçàíèìè ä³àãîíàëÿìè íà «êðàñèâ³» òðèêóòíèêè. Ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç +1 2 3 1, , ,..., ,n nA A A A A  � ïîñë³äîâí³ âåðøèíè (n + 1)-êóòíèêà. ßêùî â äåÿêèé

ç òðüîõ êîëüîð³â ïîôàðáîâàíà ëèøå îäíà ³ç âåðøèí öüîãî (n + 1)-êóòíèêà (à òà-
êà ñèòóàö³ÿ ìîæëèâà äëÿ «êðàñèâîãî» ÷îòèðèêóòíèêà òà ï�ÿòèêóòíèêà), òî,
ç�ºäíàâøè öþ âåðøèíó ä³àãîíàëÿìè ç³ âñ³ìà íåñóñ³äí³ìè ç íåþ âåðøèíàìè
(n + 1)-êóòíèêà, îäåðæèìî ïîòð³áíå ðîçáèòòÿ (n + 1)-êóòíèêà íà «êðàñèâ³»
òðèêóòíèêè. ßêùî æ â êîæíèé ç òðüîõ êîëüîð³â ïîôàðáîâàí³ äâ³ âåðøèíè
(n + 1)-êóòíèêà, òî â öüîìó âèïàäêó â ôàðáóâàíí³ äîâ³ëüíèõ âåðøèí (n + 1)-
êóòíèêà îáîâ�ÿçêîâî áåðóòü ó÷àñòü âñ³ òðè êîëüîðè. Ïîçíà÷èìî öèôðîþ 1 êîë³ð,
â ÿêèé ïîôàðáîâàíà âåðøèíà A

1
, à öèôðîþ 2 êîë³ð âåðøèíè A

2
. Íåõàé k (k ≥ 3) �

íàéìåíøèé íîìåð, òàêèé, ùî âåðøèíà A
k
 ïîôàðáîâàíà â òðåò³é êîë³ð. Â³äð³æè-

ìî â³ä (n + 1)-êóòíèêà òðèêóòíèê − −2 1 .k k kA A A  Â³äïîâ³äíî ç âèáîðîì ÷èñëà k âñ³

âåðøèíè öüîãî òðèêóòíèêà ïîôàðáîâàí³ â òðè ð³çí³ êîëüîðè (êîæíà â îäèí ç

òðüîõ), òîáòî öåé òðèêóòíèê «êðàñèâèé». Ìíîãîêóòíèê − + +1 2 2 1 1... ... ,k k k nAA A A A A

ÿêèé çàëèøèâñÿ, òàêîæ áóäå «êðàñèâèì» ³ çà ïðèïóùåííÿì ðîçáèâàºòüñÿ íà
«êðàñèâ³» òðèêóòíèêè.

1.13. Ñêîðèñòàéòåñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.

Áàçà. Ïðè n = 1 ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå, áî 
π = 2

cos .
4 2

Êðîê ³íäóêö³¿. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè n = k, ³ äîâå-
äåìî éîãî ñïðàâåäëèâ³ñòü ïðè n = k + 1. Ñêîðèñòàºìîñÿ òîòîæí³ñòþ:

α+ α = 21 cos 2 cos .
2

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ ³íäóêö³¿, îäåðæóºìî:
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+ + +

+

π π π+ + + = + = ⋅ = ⋅
14444244443

2
1 2 2

1 çíàê³â êîðåíÿ

2 2 ... 2 2 2 2 cos 2 2 cos 2 cos ,
2 2 2k k k

k

òîáòî ïðè n = k + 1 òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå. Îòæå, âêàçàíà â óìîâ³
çàäà÷³ ð³âí³ñòü, ñïðàâåäëèâà ïðè âñ³õ ∈ Ν.n

1.14. Ñêîðèñòàéòåñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.
Íåõàé ÷èñëî xn = 13 ⋅ (�50)n + 17 ⋅ 40n � 30 ä³ëèòüñÿ íà 1989, òîä³ ðîçãëÿíåìî

÷èñëî ( )+ = ⋅ ⋅ ⋅ − − +1 3 13 17 40 ( 50) .n n
n nx x  Äðóãèé äîäàíîê: x

n
 � ä³ëèòüñÿ íà

1989 çà ïðèïóùåííÿì, à ïåðøèé ìîæíà ïåðåòâîðèòè òàê

( ) ( )− − −⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ + ⋅ − + + − =1 2 13 13 17 40 ( 50) 40 40 ( 50) ... ( 50)n n n

( )− −= ⋅ ⋅ + + −1 11989 30 40 ... ( 50) .n n

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òîòîæí³ñòþ:

( )− − − −− = − + + + +1 2 2 1( ) ...n n n n n na b a b a a b ab b ,

ÿêó òàêîæ ìîæíà äîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ (çðîá³òü öå ñàìîñò³é-

íî). Îñê³ëüêè x
1
 = 0 ä³ëèòüñÿ íà 1989, òî x

n
 ä³ëèòüñÿ íà 1989 ïðè âñ³õ ∈ Ν.n

1.15. a = 4, b = 25, c = 29. Äàë³, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿

³íäóêö³¿, äîâåä³òü, ùî ïðè âñ³õ íàòóðàëüíèõ k ÷èñëî + −4 25 29k k k  ä³ëèòüñÿ íà
100, òîáòî îñòàíí³ äâ³ öèôðè ÷èñåë 4k + 25k òà 29k îäíàêîâ³.

1.16. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ çàäà÷³ äîñòàòíüî äîâåñòè íåð³âí³ñòü

≤ − 12
3

2n n
a (*)

äëÿ âñ³õ n ≥ 3 (îñê³ëüêè a1 = 1 < 3 ³ a2 = 1 < 3). Äîâåäåìî (*) ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.

Áàçà. Ïðè n = 3 ìàºìî: = + = = −1
3 2 1 3

3 12
3 .

2 2 2

a
a a  Ïðè n = 4 ìàºìî:

2
4 3 22

a
a a= + =  = + = < − 4

3 1 7 12
3 .

2 4 4 2

Êðîê ³íäóêö³¿. Ïðèïóñòèìî, ùî íåð³âí³ñòü

12
3

2k k
a ≤ − (**)

âèêîíóºòüñÿ ïðè âñ³õ k = 3, 4, 5, ..., n, n + 1 (n ≥ 3). Äîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è
öå ïðèïóùåííÿ, ùî íåð³âí³ñòü (**) ñïðàâåäëèâà ³ äëÿ k = n + 2. Ä³éñ-

íî, 2 1 .
2

n
n n n

a
a a+ += +

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿


	Обкладинка
	1.	Метод математичної індукції
	2.	Цілі числа. Подільність
	3.	Цифри і системи числення
	4.	Числа раціональні та ірраціональні
	5.	Квадратний тричлен. Неперервні функції, графіки і корені рівнянь
	6.	Алгебра многочленів
	7.	Рівняння і системи рівнянь
	8.	Доведення нерівностей
	9.	Принцип Діріхле
	10.	Комбінаторика
	11.	Графи. Відображення
	12.	Парність, фарбування. Задачі на решітках
	13.	Операції та інваріанти
	14.	Перестановки, розміщення і комбінація цілих чисел та цифр. Турніри
	15.	Планіметрія
	16.	Стереометрія
	17.	Комбінаторна геометрія
	18.	Геометричні нерівності, оцінки, екстремуми
	19.	Вектори
	20.	Оцінки і екстремальні задачі для наборів чисел і таблиць
	21.	Послідовності
	22.	Ігри, переслідування, стратегії та алгоритми
	23.	Цікаві задачі та конструкції
	24.	Функціональні рівняння
	Список використаної літератури
	Зміст

