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§ 1. MeTOA MATEMATUYHOI iHAYKLLI

TeopeTU4Hi BiAOMOCTi

[Tpu po3B’a3yBaHHi 6aratbox osiMIiaqHUX 3a1a4 iHOAI BHKOPUCTOBYIOTh
memod mamemamuyroi indykyii. CyTb LbOTO METOLY TI0JIATa€ y HACTYITHO-
my. Hexau T, T,, T,, ... MOC/TiNOBHICTb TBEPAKEHD, TPUYOMY BiIOMO, LIO:

1) tBepmkennst T, icTHHHE;

2) SKLIO AesiKe TBEPKEeHHs T, ictunHe, TO HacTynHe TBepLKeHHd T,
TaKOXK iCTHUHHE.

Toni npunuun mamemamuuroi indyKkyii CTBEPLKYE, 110 BCi TBEPIKEH-
H LIi€]l TOCJiJOBHOCTI iCTUHHI.

Crnoci6 MipKyBaHb, OCHOBaHHUH Ha NPUHLUII MaTeMaTHYHO! {HAYKLl, Ha-
3UBaIOTb Memodom mamemamuyroi iHdyxyii. IIpu UboMy NOBeIeHHS iCTHH-
HOCTi TBep/KeHHs1 T HasMBaIOTh 6a30r0 iHOYyKUii, a NOBEJEHHS TOTO, LIO
3 iICTUHHOCTI TBepIKeHHS Tk BUILJIMBAE iCTUHHICTb TBePIXKEeHHS TM, HasuBa-
I0Tb (HOYKUYILLHUM KDOKOM.

MeTton MaTeMaTHUHOI iHAYKIIiI MOXKHA 3aCTOCOBYBATH He TiJIbKHU AJS J10-
BeJleHHs, aJsie | [/ 3aJaHHs TOCJif0BHOCTEH. fKII0 MU 3a1aMo Mepllui
YJleH MOCJIIOBHOCTI i, TIPUIYCTUBILH, 10 k-U U/eH BXKe 3aJaHui, 3a HOro
nomnomoroto 3agamo (& + 1)-i1, To 3rigHo 3 NPUHIMIIOM MaTeMaTHYHO! iHAYK-
11, BCS MOCMiNOBHICTb Oyae 3agaHot0. Takuil croci6 3aiaHHs TOCJiIOBHOCTI
HA3UBAIOTb PEKYPEHMHUM.

[cHyloTb ¥ iHLII (hopMHM NPHMHLMIY MaTeMaTUuHO! iHAyKUil. [HOAI 3pyuHO
MOYMHATH {HAYKLIIO He 3 JO0BeleHHS iCTUHHOCTI Tl, a 3 JOBeIeHHS iCTUHHOCTI
JIeSIKOT0 Tk. [IpyHUMN iHAYKLiI eKBiBaJleHTHUH TaKill akcioMi: B JOBiJMbHIN
HETopoXKHiA MHOXXHHI HaTypa/lbHUX YUCe] € HalMeHLle.

Merton noBeieHHS 1€SKOT0 TBePXKEHHS JI/151 IOBIJIbHOTO HaTypaJsbHOTO 71
OCHOBaHMM Ha TaKOMY MPHHUMII: SIKIIO TBEPAKEHHS ClipaBelinBe s n = 1
Ta i3 crnpaBeqIUBOCTI HOTO AJIS 11 = R BUIJIMBAE iCTUHHICTD LIbOTO TBEPIKEH-
HSl 145l n =k + 1, TO 1le TBepIKEHHS ClIpaBelyIuBe /IS BCiX HATYPaNbHUX 1
(npum;un mamemamuuHor iﬂdyimii'). YacTo n0oBefeHHS 3a iHAYKLiEO Mae
(hopMy «cCIycKa»: NOBEJeHHS TBEPIKEeHHS AJs JesSKOro HaTypasbHOTO 7
3BOAUTBCS 10 TOTO, 1[0 TBEPIKEHHS CIpaBe]rBe /5 [esKOT0 3HAaYeHHS
n, < 1; TYT BAKOPUCTOBYETHCA NPUHLUMIT iHAYKIUIT B TaKik GopMi: AKIIO TBEp-
JKEHHS crpaBe]ivBe aisn = 1 Ta (an n>1)is CIpaBelMBOCTi HOTO J/151
BCIX & < 71 BUIJIMBAE CIPaBeIJIUBICTb IJIsl B = 71, TO TBEPHXKEHHS CIIpaBeyIUBe



4 3adaui mamemamuunux orimniad ma memoou ix po3s’ a3ysaHH

ISl BCiX HaTypaJibHUX 7. [HOAI 3pyyHO NMOUMHATH iHAYKLiO He 3 n =1, a3
n =0 4u pesKoro n = 1.

3apaui

1.1 (7-8). IoBeniTh, 110 JOBIIBHY CyMy, OiJbly 7 KOM., MOXHA CILIATUTH
MOHEeTaMH BapTicTio B 3 KOIM. Ta 5 KOII.

. 1 . .
1.2 (8-9). MificHe uncao x Take, WO X +— — uise. JloBe#iTh, IO MJS
X

. 1 .
JOBLJIBHOT'O HATYPaJbHOTO 711 HUCJO X"+ —, TaKox HLJIE.
X

. n(n +1) _ nn+1)(n+2)

1.3 (9). Hosenitb, mo 1 +3 +6 +...

2 6
1.4 (9-10). Hexaél a — uine HemapHe YWC/IO, X Ta y KOPeHi piBHsHHs
£ +at—1=0. Josenits, uo uncaa x* + y! ta x* + y> — wiji i B3aeM-

HO MPOCTI.

1.5 (9-10). Jlano nekinbka KBampatis 3arasbHoi muowi 1. JloBeniTh, wmwo ix
MOXKHA PO3MICTUTH 6e3 HaKJafaHb BCepeIrHi KBafipaTa 3i CTOPOHOIO 2.

1.6 (9-10). oBecTH, IO YHC/IO, SKe 3ANUCYETHCH 3a JONOMOIOK0 3" OfH-
HHULb, AiaKuThca Ha 3", (MaeTbes Ha yBasi 1ecITKOBUH 3amuc).

1981
1.7 (9). loBemiTh, 110 YUCJIO (1 + \/5) MOXKHA MIOJATH Y BUNIAALI @ + b/2,

Ie a i b — B3aeMHO mpocTi Liai uucaa.
1.8 (9). IMocninosuicts {a,} 3anana pekypenTHUM crocobom: a, = m, m ON
ia, =a,+2% nnsa Bcix HaTypanbHUX 1. JloBeniTs, 110 cepen uJe-

HiB wLiel mocJ/Iin0BHOCTI 3HAUAEThCS 0e3Jiu Ynuced, Kl AJIAThCS Ha 3.

1 1

+—S3—i it G|

1
—— ..
W2 33 nNn Jn

1.9 (10-11). Hdosenitb HepiBHicTb] +

BCiX HAaTypaJ/bHHUX 1.

1.10 (10-11). IToctigoBHicTs {a } HOKaTHHX YKCeJ HeCMafHa, @ MOCTIIOBHICTb
{b.}, ne b= a,, — a, nns Beix k ON, nHespocratoda. JoBeiTs, 10

) ) (, O
MIOCJIiJOBHICTb E—E He3pocTaroya.
n
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1.11 (10-11). Ha nyomuni 3anano HaGip i3 7 BEKTOPIB, JOBXKHHA KOXKHOTO
3 AKuxX He nepesuulye 1. JloBeniTh, 110, 3aMiHUBIIN JesiKi BEKTOPH
boro Habopy Ha NPOTHJIEKHI, MOXKHa ofiep:KaTH Habip BeKTOpiB,

cyma SIKMX Mae JOBXHHY: a) sika He HepeBI/ILL[yG\/;; 0) sika He

nepeBuLLy€e V2.

1.12 (10-11). Onyk/a1id MHOTOKYTHHK Oy1eMO Ha3UBaTH «KPACHBUM», SKIIO
BUKOHYIOTbCSl TaKi YMOBH: @) KOXKHa HOTro BepllUKHA nogapboBaHa B
OJIUH 3 TPBOX KOJIbOPIB; 0) OYAb-siKi ABi CYCiiHI BepIIMHE MHOTOKYT-
HUKa nohap6oBaHi B pi3Hi KOMBOPH; B) HJIs1 KOKHOTO 3 TPbOX TaHUX
KOJIbOPIiB 3HaWAEThCS MPUHANUMHI OfiHA BepLIMHA MHOTOKYTHHKA, IO-
(hap6oBaHa B Uel Koaip. JloBeliTs, 10 OyIb-9KUH «KPACUBUH» N-KYT-
HUK (n = 3) MOXHa po3pizaT miaroHansiMM, siKi He MepeTHHAKThCS,
Ha «KPacHBi» TPUKYTHUKH.

1.13 (10-11). IdoBeniTh, 10 A5 LOBIJBHOTO HaTypaJ/JbHOTO 7 CIpaBeiIuBa

piBHiCTD \/2+ 2+~~~+m ZQCOSQ,,_TEA-

N 3HaKiB KOpeHs

1.14 (10-11). JloBenitb, 1110 IPH KOXKHOMY HaTypasbHoMy 7 yucio 13 [((—50)" +
+ 17 040" — 30 gisurbes Ha 1989.

1.15 (11). 3uatinith HaTypasbHi ukcaa a, b, ¢, ski He inaTees Ha 10 i Taki,
106 npu Oyab-IKOMY HaTypajbHOMY R y dncen af + b ta c* 6ynn
OJIHAaKOBHMH [IBi OCTaHHI LU PHU.

1.16 (11). Iocninosnicts {a } 3agana pexypeHtHum cmocoGom: a, = 1,

n

s _ a, . . .
a,=lia,, =a,,+ o nas seixn N, Jlopenith HepiBHicTb @ < 3

1715 Oy Ib-sIKOT0 HOMepa 1.

1.17 (11). IocninosHicTs {x } 3amana pekypeHTHHM croco6om: x, =0

. _ 2 . . .
i x,, =5x, ++/24x, +1 pmna scixn ON. dosemith, wo BCi uieHn
MOCJII0BHOCTI, MOUMHAKYHN 3 IPYTOr0, € HATYPAJbHUMH YHCIAMH.

1.18 (11). JTano n nosinbHUX KBanpaTis. Jl0BeMiTh, 110 X MOXKHA pPo3pizaTH
Ha YaCTMHHU TaK, LIO0 i3 OJlepKaHHX YaCTHH MOXKHa OyJo O CK/JIacTH
OJIMH BeJIMKMH KBajpar.
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1.19 (11). Ha nyommni nano 2n + 1 ToYOK, fiKi € BeplIMHAMH OIMyKJIOrO
2n + l-xytHuxa. [lo6ynyite 2n + l-KyTHHK, AJIS SKOTO Li TOYKH €
cepefiMHaMu HOTO CTOPIH.

1.20* (11). Ha ckisibku yacTHH po3OUBAOTL MPOCTIP 1 chep, KOXKHI ABi 3
SIKUX IE€PETHHAIOTHCS MiXK C06010°?

Po3B’saA3kn, BKa3iBKW, BignoBiAi

1.1. Innyxuito BeaiTh 1o uncay Komitiok. basa. Cymy B 8 KoIl., OUeBUIHO, MOXKHA
cratutu. Kpok. [lpumyctumo, 1110 HaM BAasnocs CILIATUTH CyMy B 71 KOMiHOK BKa-
3aHUMH MOHeTaMu. SIKIIO cepel HMX € MOHeTa B D KOI., TO 3aMiHMMO ii Ha ABi
MOHETH 10 3 Korl. i ofepxumo cymy B (n + 1) xon. Ko X BCi MOHETH CyMH 1O
3 KOIl., TO X He MeHIlle TPbOX i, 3aMIHUBLIM TP MOHETH I10 3 KOII. Ha ABi MOHETHU 1O
5 KOIl., MM TaKO0K 36i/bILIKMO CyMy Ha 1 KOTI.

1.2. 3acrocyiiTe iHayKLUi0 N0 uncay a. [IpyH HbOMY CKOPHCTAUTECh TOTOXKHICTIO

1 1 @™ 1 O

n _anl ID_Dn72
X +?_Bx +xn71EHx+;H B’C +xn72

1.3. InaykuiliHui nepexin 3BOAUTbCA 10 NEPEBIPKU PiBHOCTI:

n(n+1)(n+2) N

6
L4+ D(n+2) _ (n+D(n+2)(n+3)
2 6 '
1.4. Jlosenith iHAyKuicio mo yucay n1, mwo uyucaa x” + y" rax™' + y"™! — uini
Ta B3aeMHO mpocTi. baga. x° + y° = 2; x' + y' = —a. 3a ymoBOIO @ — HemapHe,

toMy @ i 2 B3aemHo mpocti. Kpox indyxuii. Hexa#i Bxe nmoBemeno, 1o x" + y"
ta x™! + y™' — nini B3aemuo mpocri uncna. Tomi X" + y™*? = (x”” + y””)(x +y) -

n+l

"y - xy™ = -a (x + y””) + (x” + y”) — nine uncsio. Hexail d — crinbauii

n+2 n+l

mimbHUK uncen X2 + 5™ ta ™+ y"! Tomi x" + y" = x"? + Y™ +a (x”” + y””)

n+l n+l

JiIMThCA Ha d, TOOTO d — CHiNbHUE AiNbHUK uncen X" +y" ta x"" +y
Otxe, d = 1, To6T0 HCJ] (x”” + x4 y””) =1.

1.5. JloBeiTh 3a 10MOMOroio iHayKuii (o yucay n) Take TBEPAKEHHS: 1 KBaj-
pariB 3arasbHOi mjowli S MOXKHa PO3MICTUTH BCepelMHi KBajparta 3i CTOPOHOIO

2+/S . st uporo posr/isiHbTe HAUGIIBIIME 3 1 KBAPATIB.
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1.6. IloseniTh 3a pornomorow iHaykuii (no uucay n). CkopucTaiiTech THM, 110
BiIHOIIEHHS YMC/Ia, sIKe 3alKcaHe 3a A0MOMOroo 3™ ofMHHLb 10 YHCa, siKe 3alu-

caHe 3a nornomorowo 3" oaunuub fopiskioe 100 +10% +1 i ginurecs na 3.
1.7. MetomoM MaTeMaTHYHOI iHAYKUIil 10BeliTh Oi/bll 3arajbHe TBepIKEHHS:

ans xoxuoro # LIN icHyioTh Taxi B3aemHo mpocTi unc/ia a, i b, 110 BUKOHYETbCA

piBHiCTE (1+\/§) =a, +b2..
1.8. Jlosenits 3a pgonomorow iHaykuii (mo uwecay n), mo

a.,, =m+2% +2% +.. +2% Jlani posrasiHbTe OCTaui Bl Ni/IeHHS HA 3 UUCeJ BULY

n+l
2¢ e aN.
1.9. InaykuifiHui nepexin 3BOAMTBCS A0 JOBeNEHHS HePiBHOCTI

2 2 - 1 )

NN TSR nust Beix 7 ON.
1.10. [loseaiTb 3a jomomoroi iHayKuil (Mo uucay n) Taky HepiBHiCTb:

a a
Znos Intl pON.
n n+l

1.11. O6uznBa TBepAKEHHS AOBOAATHCS METONOM MaTeMaTH4HO! iHLYKLUil.

a) Basa. xkuio n = 1, To TBepIKEHHS OUEBHAHE: | 6;1 1=V Kpox indykuyii.

[Tpunyctumo, 10 TBepIXKeHHS 3ajadi crpaBeiluBe A/d JOBiIbHOTO Habopy 3 n
BEKTOPIB, J0BXKHHHU SIKUX He MepeBUIIyI0Th ofuHULI. PosrasHemMo noBinbHUH Habip

3 (n + 1)-ro BexToOpa {al; Qy; ..oy Q) an+l], NIOBXKHMHU SIKHX He repeBullynoTh 1. 3a
NPUNYILEHHAM, 3aMiHUBILHK JesKi 3 BEKTOPIB &,; @y, ...; 4, Ha NPOTHJIEKHi, MH Jic-
TaHeMo Hab6ip BeKTOpiB{bl; by; .. bn] LJsl SIKOTO BUKOHYEThCSI HepiB-

wicts| ¢ |</n, mec =+ b+...+b, . Toknagemob,, =a,,, sxmoclh,, <0, i

n+l?

n+!

noknagemo b, =-a,,,, skuwo clk,, >0. Toxi Habip {bl, by ..; b b 1] —

2 2 2

b+b+...+b+ b

1 n+l

2
MYKaHWH, 60 =lc+b,,| =|c| +2,, +|b,,] <




8 3adaui mamemamuunux orimniad ma memoou ix po3s’ a3ysaHH

6) Jl1s noBeeHHSI CKOPUCTAUTECh PUCYHKOM. K0

| 2 |S 1, To BCe NOBeNEHO; AKIO XK 1 <| 2 Is \/5, TO KOJIK

clh,,, >0, mu3a b,,, BisbMemo —a,,,, Toai (nuB.puc.)

c+ b;ﬂ = |:9| < |£| <2, woi Tpeba 6y.10 10BeCTU. ¥ ApY-

romy BHNAAKy MOTPIGHO Mmokaact b, =a,,,.

1.12. CxopucraeMoch MeTOAOM MaTeMaTH4HO! HRyKLUIi.

Basa. Ilpy n = 3 TBepAKeHHS 3a1a4i OueBUAHe: BEPLIMHU «KPACUBOI0» TPUKYT-
HMKa 1oap6oBaHi B TPU Pi3Hi KOJILOPH i HiIKUX Po3pi3iB He Tpeoda.

Kpoxk indykyii. [IpunycTumo, 110 TBEpAXKEHHS 3aaui ClpaBeaIMBe 1JIs JOBi/b-
HOTO «KPacuBOro» rn-kyTHuka (n = 3). PosrisneMo n0BinbHuM «kpacusui» (n +1)-
KYTHHK iJ0BefeMO, BUKODUCTOBYIOUM IPUIYIIEHHS, L0 HOro MOXKHa po3pizaTu
BKa3aHUMHU JiaroHassiMM Ha «KpacHUBi» TpUKYTHHKHU. [lozHauumo uye-
pes A, A, A, .. A, A, — nocninosui Bepunnu (n + 1)-kyTHuKa. KO B 1€AKHH
3 TPbOX KOJIbOPiB Mo(papBoBaHa Julile ofiHa i3 BepiinH 1poro (n + 1)-kyTHuka (a Ta-
Ka CUTyalisi MOX/IMBA I/l «KPACHBOTO» YOTMPMKYTHUKA Ta I'SITUKYTHHKA), TO,
3’€[IHABILUM L}0 BEpIIMHY JAiaroHansiMu 3i BciMa HeCyCigHIMHM 3 Hew BeplUMHAMHU
(n + 1)-xyTHHKa, ofepXKMMO MOTPi6He po3buTTa (n + 1)-KyTHHMKa Ha <«KpacuBi»
TPUKYTHHUKH. SKIIO K B KOXKHUH 3 TPbOX KOJbOPiB modap6oBaHi ABi BepLUIMHU
(n + 1)-KyTHI/IKa, TO B LIbOMY BUNaAKy B (papOyBaHHI AOBIJIbHUX BepIUHH (n+1)-
KyTHHKa 000B’s13K0OBO OepyTb y4acTb BCi Tpu Kosbopu. [TosHauumo undporo 1 kouip,
B sIKMii ohapGoBana BepinHa A, a widporo 2 Kouip Bepunan A,. Hexait & (k2 3) —
HalMeHIIMH HOMep, TakuH, 1o BepinHa A, nodap6osana B TpeTiil Koaip. Bixpixu-

Mo Bin (n + 1)-kyTHuKka TpuKyTHHK A, ,A, | A,. BinnosinHo 3 Bu6opom uucaa k Bei
BEpLIMHH LOrO TPUKYTHMKA NMo(apboBaHi B TpU pisHi Kosbopu (KOXKHA B OJMH 3

TPbOX), TOBTO Lieli TPUKYTHHUK «KpacHBHit>. MuorokyTHuk Ad.. A, AA,...A

n+lr
SIKUH 3a/IMILUBCS, TaKoxK Oyle «KpacUBUM» i 3a NMPUIYIIEHHSIM PO30MBAETbCS Ha
«KpacuBi» TPUKYTHUKH.

1.13. Cxopucrafitecb MeTOLOM MaTeMaTHYHO! iHAYKLIL.

2

s
basa. Tlpu n =1 chopmy./iboBaHe TBepAXKeHHs ClipaBeluBe, 60 cosz = 5

Kpok indykuyii. IlpunycTuMo, 110 TBEPIKEHHS CIIpaBelJIMBe NpU 1 = R, i 1oBe-
geMo Horo cmpaBennuBicTb mpu n = R + 1. CxopucraeMocs TOTOXHICTIO:

a . e
1+ cosa =2cos’ 3 BuxopucToByloUM MPUNYIIEHHS {HAYKLII, OfepXKYyEMO:
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\/2 +2+..4/2+4/2 =\/2+2cos2k—rf1 =\/2|:Qeos?2k—r+[2 = 2Ek:052k—r+[2,

k+1 3HaKiB KopeHsi

TOOTO IIpU 1 = R + 1 TBepMKeHHs crpaBensuBe. OTxKe, BKa3aHa B yMOBi

3ajiaui piBHICTb, cripaBejuBa npu Beix n L N.
1.14. CkopucraiiTecb METOLOM MaTeMaTHUHO! IHIYKIi.
Hexaii uncso x, = 13 0—-50)" + 17 40" — 30 ginurses Ha 1989, Toxi posriisiHeMo

uneso X, =30307 [(40" - (—50)") +X,. JIpyruii 10aHOK: X, — AiTMTBCS Ha
1989 3a mpunylieHHsM, a NepIIMi MOXKHA NePeTBOPUTH TaK

3030740 - (-50)) (40" + 40" [=50) + ... + (=50)"") =

=1989 (B0 [{40"™ + ...+ (-50)"").
TyT MU CcKOpHCTAINCS TOTOXKHICTIO:
a" —b" =(q -b) (an—l +a"%+ . +ab"?+ bn—l) ’
IKy TaKOX MOXKHA J0BECTH MeTOOM MaTeMaTH4HO! iHAyKuii (3po6iTh 1e camocTii-

HO). OcKiIbKH x, =0 ginutees Ha 1989, o x mimutbest Ha 1989 mpu seix 7 U N.
1.15. a = 4, b = 25, ¢ = 29. [lani, KOPUCTYIOUKCh METOIOM MaTeMaTHUHOI

{HAYKLIT, 10BeaiThb, [0 MPH BCiX HATYPaJIbHUX & UHCJIO 4* +25% — 929*% ninurbes Ha
100, To6To ocranHi i undpu uucen 4* + 25* ta 29* ogHaKOBI.
1.16. Jlna noBeseHHs TBep/KeHHS 3ajadi JOCTaTHbO JOBECTH HEPIBHICTb

12
a, £3-— *
S35 *)
mist Beix no 2 3 (ockimbku a, = 1 < 31 a, =1 < 3). Hosegemo (*) meronom
MaTeMaTUUHO! iHAYKLII.
a _3 12
Bbasza. llpu n = 3 maeMmo: a3 =a2+§ =§= o IIpu n = 4 maewmo:
_ a, 3. 1_7 12
- t—=2= = —+—=—<3-—.
TR 2 4 4 2!
Kpok indykyii. ITpunyctTumo, 10 HepiBHICTb
12
BUKOHYETbCA NpH BCix =3, 4,5, ..., n, n + 1 (n=3). JloBeneMo, BAKOPUCTOBYIOUH

e TpUnylleHHs, 1o HepiBHicTh (**) cnpaseanusa i ana k = n + 2. ific-

HO, 8,5 = 8y +%-



	Обкладинка

	1.	Метод математичної індукції

	2.	Цілі числа. Подільність

	3.	Цифри і системи числення

	4.	Числа раціональні та ірраціональні

	5.	Квадратний тричлен. Неперервні функції, графіки і корені рівнянь

	6.	Алгебра многочленів

	7.	Рівняння і системи рівнянь

	8.	Доведення нерівностей

	9.	Принцип Діріхле

	10.	Комбінаторика

	11.	Графи. Відображення

	12.	Парність, фарбування. Задачі на решітках

	13.	Операції та інваріанти


	14.	Перестановки, розміщення і комбінація цілих чисел та цифр. Турніри

	15.	Планіметрія

	16.	Стереометрія

	17.	Комбінаторна геометрія

	18.	Геометричні нерівності, оцінки, екстремуми

	19.	Вектори

	20.	Оцінки і екстремальні задачі для наборів чисел і таблиць

	21.	Послідовності

	22.	Ігри, переслідування, стратегії та алгоритми

	23.	Цікаві задачі та конструкції


	24.	Функціональні рівняння

	Список використаної літератури

	Зміст


